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tives Contexte de l'étudeAxes de re
her
heObje
tifsIntrodu
tionCadre de travail : systèmes é
hantillonnés x(t)u(t)w(t) SYSTÈMECONTRÔLEUR x(sk )u(x(sk)) ẋ(t) = f (x(t), u(t),w(t)) NETNET
◮ Intéressant pour : systèmes embarqués et/ou 
ommandés enréseau
◮ Dé� a
tuel : rédu
tion de la quantité d'information é
hangée 4 / 98
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tives Contexte de l'étudeAxes de re
her
heObje
tifsAppli
ations (Anta, 2011)Systèmes temps-réel :
◮ Un seul mi
ropro
esseur pour plusieurs tâ
hes
◮ Capa
ité mi
ropro
esseur limitée
◮ Fortes 
ontraintes sur l'ordonnan
eur temps-réel

⇒ Réduire la 
harge pro
esseur
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tives Contexte de l'étudeAxes de re
her
heObje
tifsAppli
ations (Anta, 2011)Systèmes distribués :
◮ Partage d'un réseau de 
ommuni
ation
◮ Bande passante limitée
◮ Fortes 
ontraintes sur l'ordonnan
eur

⇒ Réduire l'utilisation de bande passante
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tifsAppli
ations (Anta, 2011)Systèmes d'irrigation
◮ Commande implémentée sur des noeuds sans �l
◮ Réseaux d'irrigation 
ouvrent jusqu'à 7000km2
◮ Rempla
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her et prend du temps

⇒ Réduire la 
onsommation d'énergie
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⇓Variations du pas d'é
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[
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tifsE�ets de la gigue d'é
hantillonnage (Zhang, 2001)Domaine de stabilité (pas d'é
hantillonnage admissibles, en bleu)pour une séquen
e d'é
hantillonnage périodiqueT1 → T2 → T1 → T2 → · · ·
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Comment réduire la 
harge pro
esseur et/ou réseau tout enassurant la stabilité du système ?

15 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Contexte de l'étudeAxes de re
her
heObje
tifsAxes de re
her
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ipales :
◮ Analyse de stabilité robuste pour les systèmes à pasd'é
hantillonnage variablėx(t) = Ax(t) + Bu(t) x(t)u(t) SYSTÈMECONTRÔLEUR A/NN/A x(sk )u(sk ) = −Kx(sk) sk+1 = sk + τkPas d'é
hantillonnage variable τk ∈ [0, τ∗] 16 / 98
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hantillonnage variable
◮ Appro
hes par systèmes à retardFridman, Seuret, Ri
hard - Automati
a 2004Fridman - Automati
a 2010Seuret - Automati
a 2012
◮ Appro
hes par petit gainMirkin - IEEE TAC 2007Fujioka - Automati
a 2009
◮ Appro
hes par enveloppes 
onvexesHetel, Daafouz, Iung - IEEE TAC 2006Hetel, Kruszewski, Perruquetti, Ri
hard - IEEE TAC 2011 17 / 98
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heObje
tifsAvantages et in
onvénients de 
haque appro
heRobuste Event Self Obje
tifsCal
ul de la fon
tion deLyapunov adéquate + - - +Optimisation du pas d'é
hantillonnagedans le pire des 
as + - - +Cal
uls hors-ligne + - - +Pas de hardware dédié(
apteur et/ou a
tionneur intelligent) + - + +Estimation par valeur inférieuredu pro
hain pas d'é
hantillonnagemaximal admissible - - + +Conditions dépendantes de l'état - + + +Contr�le du pas d'é
hantillonnage - + + + 22 / 98
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tifsContr�le dynamique de l'é
hantillonnage dans le 
as perturbé et à retardẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ew(t) x(t)u(t)w(t) SYSTÈMECONTRÔLEUR A/NN/A x(sk)u(tk ) = −Kx(sk ) sk+1 = sk + τ(sk , x(sk))NETNET Retard hkCon
eption hors ligne d'une fon
tion d'é
hantillonnage maximal
τmax : Rn → R

∗

+ telle que sk+1 − sk = τ (sk , x(sk )) ∈ [τ−, τmax(x(sk ))]Perturbation in
onnue w(t)Retard variable hk = tk − sk 23 / 98
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onsidère le systèmeẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),∀t ∈ R+ave
 la 
ommande é
hantillonnéeu(t) = −Kx(sk ), ∀t ∈ [sk , sk+1),et les pas d'é
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tion d'é
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tif : Con
eption d'une fon
tion d'é
hantillonnage dépendant del'état qui élargit le pas d'é
hantillonnage· · ·D'a

ord, mais sous quelles 
onditions de stabilité ?
 Conditions de stabilité au sens de Lyapunov : (IFAC WC'11,JDMACS'11)Stabilité asymptotique : V̇ (x) < 0 le long des traje
toiresStabilité exponentielle : V̇ (x) + 2βV (x) ≤ 0 le long des traje
toires
 Conditions de stabilité au sens de Lyapunov-Razumikhin :(Automati
a'12)Stabilité asymptotique : pas né
essaire de véri�er V̇ (x) < 0 tout letemps, mais seulement lorsque l'on s'éloigne d'un 
ertain voisinage del'origine ⇒ moins 
onservatif !Stabilité exponentielle : ? 26 / 98
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α

 É
hantillonner dès que la 
ondition n'est plus satisfaiteV (x(t))
t

V (x(s0))V (x(s0))
α

s0 s1 27 / 98
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 É
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ts0 s1 s2 s2 + σ̄ = s3

V (x(s2))V (x(s2))
α
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ts0 s1 s2 s3 s4V (x(s3))V (x(s3))

α 30 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeConditions de β-stabilité préliminairesRésultats prin
ipauxExemplesRésuméStabilité de Lyapunov-Razumikhin pour systèmes é
hantillonnésCondition de stabilité asymptotique :V̇ (x(t)) < 0 dès que V (x(t)) ≥ V (x(sk ))
α

 É
hantillonner dès que la 
ondition n'est plus satisfaiteV (x(t))
ts0 s1 s2 s3 s4... 31 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeConditions de β-stabilité préliminairesRésultats prin
ipauxExemplesRésuméConditions de stabilité exponentielle de type Lyapunov-RazumikhinThéorème : Conditions de β-stabilité de type Lyapunov-Razumikhinpour les systèmes é
hantillonnés (Automati
a'12) :On 
onsidère une fon
tion τmax : Rn → R+, ‖τmax‖∞ ≤ σ̄.S'il existe une fon
tion de Lyapunov 
andidate V (x) = xTPx telleque V̇ (x(t)) + 2βV (x(t)) ≤ 0 dès que V (x(t)) ≥ V (x(sk ))
α

,le long des traje
toires, alors le système est globalement β-stable.(ave
 α > 1, σ̄ > 0, et 0 < β ≤ ln(α)2σ̄ ) 32 / 98
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ipauxExemplesRésuméFormulation du problème
Les problèmes que nous voulons résoudre sont :
◮ Trouver une LRF V (x) = xTPx qui garantit une borneinférieure τ∗ = infx∈Rn τmax(x) maximale de la fon
tiond'é
hantillonnage
◮ Pour une LRF V (x) = xTPx donnée, 
al
uler une estimationde la fon
tion d'é
hantillonnage optimale max τmax(x)
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tives Formulation du problèmeConditions de β-stabilité préliminairesRésultats prin
ipauxExemplesRésuméConditions de β-stabilité préliminairesLemme : Un nombre in�ni de 
onditions de β-stabilitéOn 
onsidère une fon
tion τmax : Rn → R+, ‖τmax‖∞ ≤ σ̄.Le système est globalement β-stable s'il existe P ≻ 0, ε ≥ 0 telsque pour tout x ∈ R
n, σ ∈ [0, τmax(x)],xTΦ(σ)x ≤ 0,ave


Φ(σ) =

[

Λ(σ)I ]T [ATP + PA+ εαP + 2βP −PBK
∗ −εP ] [

Λ(σ)I ]

,et la matri
e d'évolution du système (x(t) = Λ(σ)x(sk ),t = sk + σ)
Λ(σ) = I + ∫ σ0 esAds(A− BK ).(ave
 α > 1, σ̄ > 0, et 0 < β ≤ ln(α)2σ̄ ) 34 / 98
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e d'étatIdée prin
ipale :
◮ On re
ouvre l'espa
e d'état par un nombre �ni de régions
oniques Rs .
◮ On asso
ie un pas d'é
hantillonnage maximal τ (s)max à 
haquerégion : τmax(x) = τ

(s)max pour tout x ∈ Rs .
x1
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◮ On asso
ie un pas d'é
hantillonnage maximal τ (s)max à 
haquerégion : τmax(x) = τ

(s)max pour tout x ∈ Rs .
x1
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hantillonnage maximal τ (s)max à 
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◮ On asso
ie un pas d'é
hantillonnage maximal τ (s)max à 
haquerégion : τmax(x) = τ

(s)max pour tout x ∈ Rs .
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◮ On asso
ie un pas d'é
hantillonnage maximal τ (s)max à 
haquerégion : τmax(x) = τ

(s)max pour tout x ∈ Rs .
x1

x2
R1 τ
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e d'état
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onstru
tions possibles :
◮ Re
ouvrement isotropique : Constru
tion basée sur les
oordonnées sphériques de l'état : (r , θ1, · · · , θn−1)
◮ Re
ouvrement anisotropique : Constru
tion basée surl'équation de stabilité de Lyapunov en temps dis
ret
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ipauxExemplesRésuméEnveloppe 
onvexe suivant le tempsIdée prin
ipale : Envelopper l'évolution de la fon
tion matri
ielle Φdans un polytope 
onvexe
Φ(σ), σ ∈ [0, τ (s)max]

Φ(σ = 0)
Φ(σ = τ

(s)max)
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Φ(σ), σ ∈ [0, τ (s)max]

Φ1(τ (s)max,P)
Φ2(τ (s)max,P) Φ3(τ (s)max,P)

· · ·

Φ|K|−1(τ (s)max,P)
Φ|K|(τ

(s)max,P)
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ipauxExemplesRésuméEnveloppe 
onvexe suivant le temps
Appro
he de 
onvexi�
ation pour 
onstruire les sommets
Φκ(τ

(s)max,P) du polytope adaptée des résultats de Hetel, Daafouz,Iung, IEEE TAC 2006, qui sont basés sur des approximationspolynomiales
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ipauxExemplesRésuméThéorème prin
ipal - pas d'é
hantillonnage variableThéorème prin
ipal (Automati
a'12)S'il existe P∗ ≻ 0 et ε ≥ 0 tels que le nombre �ni de LMIs
Φκ(τ

∗,P∗) � 0est satisfait, alors le système est globalement β-stable pour toutpas d'é
hantillonnage variable majoré par τ∗.(ave
 α > 1, σ̄ > 0 et 0 < β ≤ ln(α)2σ̄ ) 47 / 98
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ipauxExemplesRésuméThéorème prin
ipal - é
hantillonnage dépendant de l'étatThéorème prin
ipal (Automati
a'12)S'il existe des s
alaires ε(s)κ ≥ 0 tels que le nombre �ni de LMIs
Φκ(τ

(s)max,P∗) + ε(s)κ Qs � 0est satisfait, alors le système est globalement β-stable.(ave
 P∗ ≻ 0, ε ≥ 0, α > 1, σ̄ > 0 et 0 < β ≤ ln(α)2σ̄ ) 48 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeConditions de β-stabilité préliminairesRésultats prin
ipauxExemplesRésuméExemple 1
On 
onsidère le système de Hetel, Kruszewski, Perruquetti, Ri
hard- IEEE TAC 2011 :ẋ(t) = [

−0.5 00 −3.5] x(t)− [11]Kx(sk ),K =
[

−1.02 5.62] .
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ipauxExemplesRésuméExemple 1 - Fon
tions d'é
hantillonnage dépendant de l'étatFon
tions d'é
hantillonnage dépendant de l'état pour di�érentstaux de dé
roissan
e exponentielle β

−3 −2 −1 0 1 2 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

θ (rad)

τ m
ax

 (
s)

 

 
β=0
β=0.01
β=0.05
β=0.30
β=0.60

Dans 
ertaines régions de l'espa
e d'état, on peut é
hantillonner audelà de la limite d'é
hantillonnage 
onstant Tmax
onst = 0.47s. 50 / 98
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ipauxExemplesRésuméExemple 1 - Résultats de simulation pour β = 0
◮ Pas d'é
hantillonnage τmax(x(sk )),
◮ Fon
tion de Lyapunov-Razumikhin V (x) = xTPx .
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Tmoyen = 155%Tmax
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ipauxExemplesRésuméExemple 1 - Bornes maximales pour un pas d'é
hantillonnagevariableComparaison :
◮ borne inférieure τ∗ de la fon
tion d'é
hantillonnage obtenue(pour β = 0),
◮ bornes maximales obtenues dans de ré
ents papiers sur lessystèmes à pas d'é
hantillonnage variable.Pas d'é
hantillonnage 
onstantNaghshtabrizi, Hespanha, Teel - S&CL 2008 τ∗ = 0.212Seuret - CDC 2009 τ∗ = 0.308Pas d'é
hantillonnage variableNaghshtabrizi, Hespanha, Teel - S&CL 2008 τ∗ = 0.165Seuret - CDC 2009 τ∗ = 0.198Fujioka - Automati
a 2009 τ∗ = 0.204Fridman - Automati
a 2010 τ∗ = 0.259Notre Théorème prin
ipal ave
 β = 0 τ∗ = 0.329 52 / 98
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ipauxExemplesRésuméExemple 2On 
onsidère le système de réa
teur 
himique de Mazo, Anta,Tabuada - ECC 2009 :ẋ(t) = 







1.38 −0.20 6.71 −5.67
−0.58 −4.29 0 0.671.06 4.27 −6.65 5.890.04 4.27 1.34 −2.10 x(t)− 







0 05.67 01.13 −3.141.13 0 







Kx(sk),K =

[

−0.1006 0.2469 0.0952 0.2447
−1.4099 0.1966 −0.0139 −0.0823] .
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ipauxExemplesRésuméExemple 2 - Fon
tions d'é
hantillonnage dépendant de l'étatFon
tions d'é
hantillonnage dépendant de l'état pour β = 0 ave
un re
ouvrement de l'espa
e d'état à...
◮ 5 régions 
oniques
◮ 10 régions 
oniques
◮ 30 régions 
oniques
◮ 100 régions 
oniques 54 / 98
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ipauxExemplesRésuméExemple 2 - Résultats de simulation pour β = 0
◮ Pas d'é
hantillonnage τmax(x(sk )),
◮ Fon
tion de Lyapunov-Razumikhin V (x) = xTPx .
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Taverage = 0.5898s > Tmax
onst = 0.5534 - 47% d'é
hantillons enmoins en moyenne que dans Mazo, Anta, Tabuada - ECC 2009 55 / 98
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tives Formulation du problèmeConditions de β-stabilité préliminairesRésultats prin
ipauxExemplesRésuméRésuméNous avons présenté une fon
tion d'é
hantillonnage dépendant del'état 
onstruite à partir de LMIs, et qui assure la β-stabilité dusystème, tout en élargissant le pas d'é
hantillonnage.Prin
ipales 
ontributions et avantages :
◮ Nouvelle appro
he de 
ontr�le dynamique del'é
hantillonnage : l'é
hantillonnage dépendant de l'étatMaximise le pas d'é
hantillonnage minimal τ∗Cal
ule la fon
tion de Lyapunov (-Razumikhin)Constru
tion de la fon
tion d'é
hantillonnage dépendant del'état hors-ligne grâ
e à une 
artographie de l'espa
e d'état 56 / 98
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tives Formulation du problèmeConditions de β-stabilité préliminairesRésultats prin
ipauxExemplesRésuméRésuméPrin
ipales 
ontributions et avantages :
◮ Analyse de stabilité basée sur des enveloppes 
onvexes entemps 
ontinu
◮ Constru
tions de re
ouvrements de l'espa
e d'état utilisés dansla 
on
eption de la fon
tion d'é
hantillonnage dépendant del'état
◮ Extension de la théorie de stabilité de Lyapunov-Razumikhin àla stabilité exponentielle des systèmes é
hantillonnés 57 / 98
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lusion et perspe
tives Des
ription du systèmeAppli
ationsExempleRésuméDes
ription du système
On étend les résultats pré
édents aux systèmes perturbésẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ew(t),∀t ∈ R+,ave
 une perturbation satisfaisant

∃W ≥ 0, ‖w(t)‖2 ≤ W ‖x(sk )‖2, ∀t ∈ [sk , sk+1), ∀k ∈ N
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lusion et perspe
tives Des
ription du systèmeAppli
ationsExempleRésuméAppli
ationsNous avons montré qu'en utilisant les mêmes outils (enveloppes
onvexes, re
ouvrement de l'espa
e d'état), nous pouvons obtenirpour le 
as perturbé (TDS'13 - soumis)
◮ une analyse de stabilité robuste pour les systèmes à pasd'é
hantillonnage variable,
◮ un algorithme d'é
hantillonnage dépendant de l'état,mais aussi (version Journal à soumettre)
◮ un 
ontr�le de type event-triggered,
◮ un 
ontr�le de type self-triggered. 60 / 98
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lusion et perspe
tives Des
ription du systèmeAppli
ationsExempleRésuméExemple
On 
onsidère le système de Tabuada, IEEE TAC 2007 :ẋ(t) = [ 0 1

−2 3] x(t)− [01] [−1 4] x(tk ) + w(t).
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lusion et perspe
tives Des
ription du systèmeAppli
ationsExempleRésuméExemple - analyse de stabilité robuste vis-à-vis des variations du pasd'é
hantillonnageComparaison de bornes supérieures maximales τ∗ pourl'é
hantillonnage variable dans la littérature (sans perturbations)
β = 0 β = 0.1 β = 0.3Naghshtabrizi et al. - S&CL 2008 0.2740s - -Seuret - IEEE CDC 2009 0.3122s 0.2795s 0.1778sFujioka - Automati
a 2009 0.3316s - -Fridman - Automati
a 2010 0.4221s 0.3934s 0.3350sNotre Théorème 0.5402s 0.4404s 0.3709sRemarque : ave
 β = 0 et W = 0.01 (10%), notre théorème donne

τ∗ = 0.4271s 62 / 98
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tives Des
ription du systèmeAppli
ationsExempleRésuméExemple - fon
tion d'é
hantillonnage dépendant de l'étatFon
tions d'é
hantillonnage dépendant de l'état τmax pour β = 0.1,et di�érentes valeurs de W
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W=0 (0%), τ*=0.44
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lusion et perspe
tives Des
ription du systèmeAppli
ationsExempleRésuméExemple - 
ontr�le dynamique de l'é
hantillonnageContr�le event-triggered, 
ontr�le self-triggered, et é
hantillonnagedépendant de l'état, pour β = 0.1 et W = 0.04(‖w(t)‖2 ≤ 20%‖x(sk )‖2)
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event−triggered control 1 − 67 updates − T
average

= 0.2952s

self−triggered control − 69 updates − T
average

= 0.2904s

state−dependent sampling − 70 updates − T
average

= 0.2872s 64 / 98
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lusion et perspe
tives Des
ription du systèmeAppli
ationsExempleRésuméRésuméNous avons présenté une appro
he par enveloppes 
onvexesgarantissant la β-stabilité pour les systèmes LTI perturbés. Ellepeut être utilisée pour plusieurs types d'appli
ations :
◮ analyse de stabilité robuste vis-à-vis des variations du pasd'é
hantillonnage
◮ 
ontr�le event-triggered
◮ 
ontr�le self-triggered
◮ é
hantillonnage dépendant de l'état 65 / 98
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lusion et perspe
tives Des
ription du systèmeAppli
ationsExempleRésuméRésuméPrin
ipales 
ontributions et avantages :
◮ Extension de l'appro
he d'é
hantillonnage dépendant de l'étatau 
as perturbé
◮ Cha
une des appro
hes de 
ontr�le dynamique del'é
hantillonnage béné�
ie des résultats de l'analyse de stabilitérobuste vis-à-vis des variations du pas d'é
hantillonnage :Maximisation du pas d'é
hantillonnage minimal τ∗Cal
ul de la fon
tion de Lyapunov
◮ Appro
he par enveloppes 
onvexes en présen
e deperturbations 66 / 98
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Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméDes
ription du systèmeOn 
onsidère le systèmeẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ew(t),z(t) = Cx(t) + Du(t),ave
 une 
ommande é
hantillonnée retardéeu(t) = −Kx(sk), ∀t ∈ [tk , tk+1).Les instants d'é
hantillonnage sk et de 
ontr�le tk sont liés par la relationsk = tk − h(tk ),ave
 un retard h(t) borné, et une dérivée bornée.Les pas d'é
hantillonnage sont dé�nis parsk+1 − sk = τ(sk , x(sk)) ∈ [τ−, τmax(x(sk ))]. 68 / 98
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
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tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméCritère de stabilité L2Perturbations + retards ⇒ Critère de stabilité L2LemmeLe système est L2-stable de w à z s'il existe une fon
tion V ≻ 0su�samment lisse, qui satisfaitV̇ (t) + zT (t)z(t)− γ2wT (t)w(t) ≤ 0.
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméFon
tionnelle de Lyapunov-KrasovskiiOn travaille ave
 la fon
tionnelle de Lyapunov-KrasovskiiVσk (t, xt , ẋt) = xT (t)Px(t) + V1(t, xt , ẋt) + V2,σk (t, xt , ẋt),ave
 un terme 
onsa
ré au retard (termes de Fridman - S&CL2001 ; Ri
hard, Automati
a 2003 ; Jiang, Seuret - Ne
Sys 2010) :V1(t, xt , ẋt) = ∫ tt−h(t) ẋT (s)Rẋ(s)ds + · · · ,et un terme 
onsa
ré à l'é
hantillonnage (termes de Fridman -Automati
a 2010 ; Jiang, Seuret - Ne
Sys 2010) :V2,σk (t, xt , ẋt ) = (tk+1 − t)∫ ttk ẋT (s)Uσk ẋ(s)ds + · · · ,ave
 σk ≡ σ(x(sk ), τk ) ∈ {

σ ∈ {1, · · · , q}|{ x(sk ) ∈ Rσ

τk ∈ [τ−, τ+σ ]

}} 70 / 98
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ipaux résultats de stabilité
Théorème (MSR'11, CDC'12, IJC - provisoirement a

epté),La LKF V satisfait les 
onditions de stabilité L2 si un nombre �nide LMIs Ξi ,σ(τ+σ ) � 0 est satisfait pour 
haque région Rσ
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ipaux résultats de stabilisationLe problème de stabilisation est 
onsidéré ave

◮ un 
ontr�leur linéaire 
lassique :u(t) = −Kx(sk )

⇒ Co-design 
ontr�leur / fon
tionnelle de Lyapunov-Krasovskii
◮ Un nouveau type de 
ontr�leur ave
 des gains qui 
ommutenten fon
tion de l'état é
hantillonné du système et du pasd'é
hantillonnage u(t) = −Kσ(x(sk ),τk )x(sk )

⇒ Co-design 
ontr�leur / fon
tion d'é
hantillonnagedépendant de l'étatLes deux 
o-designs sont réalisés à l'aide de LMIs 72 / 98
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lassique :u(t) = −Kx(sk )

⇒ Co-design 
ontr�leur / fon
tionnelle de Lyapunov-Krasovskii
◮ Un nouveau type de 
ontr�leur ave
 des gains qui 
ommutenten fon
tion de l'état é
hantillonné du système et du pasd'é
hantillonnage u(t) = −Kσ(x(sk ),τk )x(sk )

⇒ Co-design 
ontr�leur / fon
tion d'é
hantillonnagedépendant de l'étatLes deux 
o-designs sont réalisés à l'aide de LMIs 72 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméPrin
ipaux résultats de stabilisationLe problème de stabilisation est 
onsidéré ave

◮ un 
ontr�leur linéaire 
lassique :u(t) = −Kx(sk )

⇒ Co-design 
ontr�leur / fon
tionnelle de Lyapunov-Krasovskii
◮ Un nouveau type de 
ontr�leur ave
 des gains qui 
ommutenten fon
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméExemple 1 - É
hantillonnage dépendant de l'état pour les systèmesave
 perturbations et retardsOn 
onsidère le système :ẋ(t) = [

−3 00 1] x(t)− [11]Kx(sk ) + w(t), etK =
[

−1 4] , z(t) = x(t), pour t ∈ [tk , tk+1).Gain L2 : γ =
√10 (système asymptotiquement stable si

‖w(t)‖ ≤ 32%‖x(t)‖).Retard : h(t) ∈ [10−4, 10−1] ḣ(t) ∈ [−0.2, 0.6]. 73 / 98
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméExemple 1 - É
hantillonnage dépendant de l'état pour les systèmesave
 perturbations et retardsSimulations ave
 une perturbation satisfaisant
‖w(t)‖ = 1

γ
‖x(t)‖ ≃ 32%‖x(t)‖
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméExemple 2 - Rédu
tion du 
onservatisme grâ
e à la LKF à matri
esqui 
ommutent
On 
onsidère le système de Hetel, Kruszewski, Perruquetti, Ri
hard- IEEE TAC 2011 :ẋ(t) = [

−0.5 00 3.5] x(t)− [11]Kx(sk ), etK =
[

−1.02 5.62] , z(t) = x(t), pour t ∈ [sk , sk+1).
75 / 98
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméExemple 2 - Rédu
tion du 
onservatisme grâ
e à la LKF à matri
esqui 
ommutentComparaison :
◮ borne inférieure τ+ de la fon
tion d'é
hantillonnage,
◮ bornes supérieures de stabilité robuste dans la littérature.Naghshtabrizi, Hespanha, Teel - S&CL 2008 τ+ = 0.165Seuret - CDC 2009 τ+ = 0.198Fujioka - Automati
a 2009 τ+ = 0.204Fridman - Automati
a 2010 τ+ = 0.259Notre Théorème ave
 LKF sans 
ommutations τ+ = 0.267Notre Théorème ave
 LKF ave
 
ommutations τ+ = 0.309 76 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméExemple 3 - É
hantillonnage dépendant de l'état pour des systèmesinstables à la fois en bou
le ouverte et en bou
le fermée (ave
 unretour d'état 
ontinu)On 
onsidère un système de Gu, Kharitonov, Chen - Birkhauser2003 :̇x(t) = [ 0 1
−2 0.1] x(t)− [01]Kx(sk ), pour t ∈ [sk , sk+1),ave
 K =
[

−1 0] , z(t) = x(t).
◮ Instable en bou
le ouverte (A n'est pas Hurwitz)
◮ Instable en bou
le fermée ave
 un retour d'état 
ontinu(A− BK n'est pas Hurwitz)
◮ Asymptotiquement stable pour T
onst = 0.25s 77 / 98
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméExemple 3 - É
hantillonnage dépendant de l'état pour des systèmesinstables à la fois en bou
le ouverte et en bou
le fermée (ave
 unretour d'état 
ontinu)Simulation ave
 la fon
tion d'é
hantillonnage obtenue ave

τ− = 0.25
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Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméExemple 4 - Contr�leur dépendant de l'état pour des systèmesperturbésOn 
onsidère le système de Tabuada, IEEE TAC 2007, auquel nousajoutons un 
ontr�leur à gains qui 
ommutent :ẋ(t) = [ 0 1
−2 3] x(t)− [01]Kσk x(sk ),ave
 z(t) = x(t), pour t ∈ [sk , sk+1).

79 / 98
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméExemple 4 - Contr�leur dépendant de l'état pour des systèmesperturbésFon
tions d'é
hantillonnage obtenues pour di�érents gains L2 γ,ave
 ou sans le 
ontr�leur à gains qui 
ommutent
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Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméRésuméNous avons présenté une fon
tion d'é
hantillonnage dépendant del'état 
onstruite à partir de LMIs, et qui assure la β-stabilité desystèmes LTI ave
 perturbations et retards, tout en élargissant lepas d'é
hantillonnage.Prin
ipales 
ontributions et avantages
◮ É
hantillonnage dépendant de l'état pour les systèmesperturbés et à retardOptimisation du pas d'é
hantillonnage minimal

τ+ = infx∈Rn τmax(x), prenant en 
ompte à la foisl'é
hantillonnage, le retard, et les perturbationsCal
ul des matri
es de la LKFConstru
tion hors-ligne de la fon
tion d'é
hantillonnage 81 / 98
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lusion et perspe
tives Formulation du problèmeAnalyse de stabilitéProblème de stabilisationExemplesRésuméRésuméPrin
ipales 
ontributions et avantages
◮ Stabilisation (2 types) dans le 
adre du 
ontr�le dynamique del'é
hantillonnage
◮ Nouveau type de 
ontr�leur ave
 des gains qui 
ommutent enfon
tion de l'état et du pas d'é
hantillonnage
◮ Stabilisation par le 
ontr�le dynamique de l'é
hantillonnage
◮ Utilisation de LKF dans le 
adre du 
ontr�le dynamique del'é
hantillonnage
◮ Nouveau type de LKF ave
 des matri
es qui 
ommutent enfon
tion de l'état et du pas d'é
hantillonnage 82 / 98
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Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesCon
lusionContributions :
◮ Analyse de stabilité robuste vis-à-vis des variations du pas d'é
hantillonnageẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) x(t)u(t) SYSTÈMECONTRÔLEUR A/NN/A x(sk )u(sk ) = Kx(sk) sk+1 = sk + τk
◮ Contr�le dynamique du pas d'é
hantillonnageẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) x(t)u(t) SYSTÈMECONTRÔLEUR A/NN/A x(sk )u(sk ) = Kx(sk) sk+1 = sk + τ(x(sk), · · · ) 84 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesCon
lusionIntrodu
tion à un nouvel algorithme de 
ontr�le dynamique del'é
hantillonnage, l'é
hantillonnage dépendant de l'état, quipermet :
◮ d'é
hanger des 
al
uls en-ligne 
ontre des 
al
uls hors-ligne
◮ de maximiser la borne inférieure de la fon
tiond'é
hantillonnage, tout en prenant en 
ompte les perturbationset les retards quand ils sont présents
◮ de 
al
uler la fon
tion de Lyapunov adéquate
◮ d'étendre l'appro
he 
lassique d'analyse de stabilité robuste au
as de systèmes à pas variable et dépendant de l'état 85 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesCon
lusionDi�érents 
as d'étude ont été présentés :
◮ Système LTI idéal - appro
he polytopique (JDMACS'11, IFACWC'11, Automati
a'12)
◮ Système LTI perturbé - appro
he polytopique (TDS'13 -soumis, version Journal à soumettre)
◮ Système LTI perturbé et à retard - appro
he par LKF (MSR'11- prix du meilleur papier jeune 
her
heur, CDC'12, IJC -provisoirement a

epté)
◮ Système LTI preturbé - stabilisation ave
 des gains qui
ommutent - appro
he par LKF (IJC - provisoirement a

epté) 86 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesPerspe
tivesTravaux futurs :
◮ Système idéal - appro
he en temps-dis
ret - analyse de stabilitésur des séquen
es d'é
hantillonnage (voir Maleej, Fiter, Hetel,Ri
hard - MED'12 et Maleej, Fiter, Hetel, Ri
hard - CIFA'12)
◮ Systèmes perturbés ave
 une 
ommande par retour de sortiebasée observateur - appro
he LKF
◮ Système perturbé ave
 une 
ommande par rejet deperturbation - appro
he LKF
◮ Extension aux systèmes non-linéaires (systèmes homogènes ?) 87 / 98
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Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesSpa
e dis
retizationMain idea :
◮ Cover the state spa
e by a �nite number of 
oni
 regions Rs .
◮ Asso
iate a sampling interval upper-bound τ

(s)max to ea
hregion : τmax(x) = τ
(s)max for all x ∈ Rs .

x1
x2

R1 τ
(1)maxR2R3Rq−1

Rq
R1
R2
R3 Rq−1Rq τ

(2)maxτ
(3)maxτ

(q−1)max
τ
(q)max · · ·

· · · 89 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesSpa
e dis
retizationIsotropi
 
overing :Constru
tion based on the spheri
al 
oordinates of the state :
(r , θ1, · · · , θn−1)Advantage : Online 
omputational 
omplexity : O(n) ; does notdepend on the number of 
oni
 regions qDrawba
k : For a given pre
ision πm for ea
h angle, mn−1 regionsare needed 90 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesSpa
e dis
retizationAnisotropi
 
overing :Constru
tion based on the dis
rete-time model behaviourxk+1 = Λ(τ(xk ))xk , sk+1 = sk + τ(xk )
Rs = {x ∈ R

n, xTQsx ≤ 0},with Qs = ΛT (Ts)PΛ(Ts)− e−2βTsP ,and Ts ∈ {T1,T2, · · · ,Tq}Advantage : Number of regions does not depend on the system'sdimension n ; is proportional to numeri
al pre
isionDrawba
k : Online 
omputational 
omplexity : O(qn2) ; depends onthe number of regions q 91 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesPerturbed 
ase - System des
riptionHere, we 
onsider the systemẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ew(t),∀t ∈ R+with the sampled-data 
ontrolu(t) = −Kx(sk ), ∀t ∈ [sk , sk+1),the sampling intervals de�ned bysk+1 − sk = τ(sk , x(sk )) ∈ (0, τmax(x(sk ))], ∀k ∈ N,and the perturbation satisfying
∃W ≥ 0, ‖w(t)‖2 ≤ W ‖x(sk )‖2, ∀t ∈ [sk , sk+1), ∀k ∈ N 92 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesPerturbed 
ase - First stability 
onditionsLemmaConsider a map τmax : Rn → R+, ‖τmax‖∞ ≤ σ̄.The system is globally β-stable if there exist P ≻ 0, ε ≥ 0 su
h that forall x ∈ R
n, σ ∈ [0, τmax(x)],





Λ(σ)x+Jw (σ)xw(σ)





T
Ω





Λ(σ)x+Jw (σ)xw(σ)



 ≤ 0,with the matri
es
Λ(σ) = I + ∫

σ0 esAds(A− BK ), Jw (σ) = ∫

σ0 eA(σ−s)Ew(s)ds,and
Ω =





ATP + PA+ εαP + 2βP −PBK PE
∗ −εP 0
∗ ∗ 0 

 .(with α > 1, σ̄ > 0, W ≥ 0, and 0 < β ≤ ln(α)2σ̄ ) 93 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesPerturbed 
ase - Main stability 
onditionsTheorem (TDS'13 - submitted, Journal version to be submitted)Consider a map τmax : Rn → R+, 0 < δ ≤ τmax(x) ≤ σ̄.The system is globally β-stable if there exist ε ≥ 0, η ≥ 0, µ ≥ 0, P ≻ 0,
Φ1 ≻ 0, Φ2 ≻ 0, Φ3 ≻ 0, su
h that0 � M1 + Φ1 +Φ2 � µI , [

Φ3 − ηI MT3
∗ −Φ2] � 0,and xTΠ(σ)x ≤ 0, ∀x ∈ R

n
, ∀σ ∈ [0, τmax(x)],with

Π(σ) = Λ(σ)TM1Λ(σ)− Λ(σ)TPBK − KTBTPΛ(σ)− εP +W ηI
+M2(σ)TΦ−11 M2(σ) +M4(σ)TΦ−13 M4(σ) + σWµλmax(ETE )fA(σ)I ,M1 = ATP + PA+ εαP + 2βP, M3 = PE ,M2(σ) = −PBK +M1Λ(σ), M4(σ) = ETPTΛ(σ),fA(σ) = { 1

λmax(A+AT )

(eλmax(A+AT )σ − 1) if λmax(A+ AT ) 6= 0,
σ otherwise.(with α > 1, σ̄ > 0, W ≥ 0, and 0 < β ≤

ln(α)2σ̄ ) 94 / 98



Introdu
tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesStabilization with a pie
ewise-
onstant feedba
k 
ontrolu(t) = −Kx(sk )TheoremThe system is �nite-gain L2-stabilizable from w to z with a gain less than γ for anysampling sequen
e with values in [τ−, τ+] if there exist P̃ ≻ 0, Ũ � 0, S̃ � 0, Qinvertible, M, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ3, X̃ , X̃1, and δ su
h that
[P̃ 00 0]+ τ+

[ X̃+X̃T2 −X̃ + X̃1
∗ X̃+X̃T2 ]

≻ 0 and Ξ̂i,j � 0, ∀(i , j) ∈ {1, 2}2, with
Ξ̂1,j = 











L̂1,1 L̂1,2 + Tj Z̃ L̂1,3 E QTCT
∗ L̂2,2 + Tj Ũ L̂2,3 + Tj (−X̃ + X̃1) δE 0
∗ ∗ L̂3,3 + Tj S̃ 0 0
∗ ∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ −I 











, 95 / 98
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Ξ̂2,j = 















L̂1,1 L̂1,2 L̂1,3 Tj ỸT1 E QTCT
∗ L̂2,2 L̂2,3 Tj ỸT2 δE 0
∗ ∗ L̂3,3 − Tj S̃ Tj ỸT3 0 0
∗ ∗ ∗ −Tj Ũ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I 















,L̂1,1 = −ỸT1 − Ỹ1 + AQ +QTAT − Z̃ , L̂1,2 = P̃ − Ỹ2 −Q + δQTAT ,L̂1,3 = −BM + ỸT1 − Ỹ3 + X̃ − X̃1, L̂2,2 = −δQT − δQ,L̂2,3 = ỸT2 − δBM, L̂3,3 = ỸT3 + Ỹ3 + Z̃1 − Z̃ ,T1 = τ−, T2 = τ+,Z̃ =
X̃ + X̃T2 , and Z̃1 = X̃T1 + X̃1.The stabilizing feedba
k matrix gain is provided by K = MQ−1. 96 / 98
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesStabilization with a swit
hing pie
ewise-
onstant feedba
k 
ontrolu(t) = −Kσk x(sk )TheoremConsider matri
es P ≻ 0, P2, P3, and a set of q 
oni
 regions 
overing the statespa
e Rσ = {x , xTΨσx ≥ 0}, Ψσ ∈ Sn, σ ∈ {1, · · · , q}, with maximal samplingintervals τ+σ .The system is �nite-gain L2-stabilizable from w to z with a gain less than γ if thereexist εi,j,σ ≥ 0, Uσ � 0, Sσ � 0, Y1,σ, Y2,σ , Y3,σ , Xσ , X1,σ , and Kσ su
h that
[P 00 0]+ τ+σ Ωσ − εσ

[0 00 Ψσ

]

≻ 0 and Ξ̄i,j,σ � 0, ∀(i , j) ∈ {1, 2}2, with
Ξ̄1,j,σ =









L̄1,1,σ L̄1,2,σ + Tj,σZσ L̄1,3,σ PT2 E
∗ L̄2,2,σ + Tj,σUσ L̄2,3,σ + Tj,σ(−Xσ + X1,σ) PT3 E
∗ ∗ L̄3,3,σ + Tj,σSσ + ε1,j,σΨσ 0
∗ ∗ ∗ −γ2I , 97 / 98
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tionSystème LTI idéalSystème LTI perturbéSystème LTI perturbé et à retard - stabilisationCon
lusion et perspe
tivesStabilization with a swit
hing pie
ewise-
onstant feedba
k 
ontrolu(t) = −Kσk x(sk )
Ξ̄2,j,σ =













L̄1,1,σ L̄1,2,σ L̄1,3,σ Tj,σYT1,σ PT2 E
∗ L̄2,2,σ L̄2,3,σ Tj,σYT2,σ PT3 E
∗ ∗ L̄3,3,σ − Tj,σSσ + ε2,j,σΨσ Tj,σYT3,σ 0
∗ ∗ ∗ −Tj,σUσ 0
∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I ,L̄1,1,σ = CTC − YT1,σ − Y1,σ + PT2 A+ ATP2 − Zσ , L̄1,2,σ = P − Y2,σ − PT2 + ATP3,L̄1,3,σ = −PT2 BKσ + YT1,σ − Y3,σ + Xσ − X1,σ, L̄2,2,σ = −P3 − PT3 ,L̄2,3,σ = YT2,σ − PT3 BKσ , L̄3,3,σ = YT3,σ + Y3,σ + Z1,σ − Zσ ,T1,σ = T1 = τ− and T2,σ = τ+σ ,

Ωσ =





Xσ+XT
σ2 −Xσ + X1,σ

∗ −X1,σ − XT1,σ +
Xσ+XT

σ2 

 , Zσ =
Xσ + XT

σ2 , Z1,σ = XT1,σ + X1,σ ,The stabilizing feedba
k matrix gains are dire
tly provided as the LMI variables Kσ . 98 / 98
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