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What's to come is still unsure:

In delay there lies no plenty;

Then come kiss me, sweet and twenty, i

Youth's a stuff will not endure. Ashakespeare, W. Twelfe Night, Or what you will, 2(3), 1599.
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Retard : exemple classique

Modeéles de type Strejl -Broida pour la commande industrielle
A usage fréquent en génie des procédés
A approximation simple et générigue (méme si pas de retard physique)
A commande PID ? ... marche malsit N A&
A prédicteur de Smith ou « GPID »

Température d'entrée
-

— — — . Température de gortie 1 =

chauffe
+

transfert thermique

500 1000
t(s)
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Retard : autre exemple classique

un grand cl assi gue
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PHYSICAL REVIEW E 79, 026208 (2009)

Routes to chaos and multiple time scale dynamics in broadband bandpass nonlinear delay
electro-optic oscillators

Michael Peil,'! Maxime .]zn:n:]u::rt.l Yanne Kouomou Chembo,’ Laurent Larger,] and Thomas Erneux’

Laser MZ-modulator ' =—x+ flxlt— 7p)]

H‘IJ! x(mdy+7x' = —[ I+ éJ"’ +flxlt-p)]

0 .

8= 10, = 10°r.

delay 7, of the order of 100 ns.

FIG. 1. (Color online) Experimental setup of the nonlinear
electro-optic delay oscillator.

(a smarter system : This length c_crrresapﬂnds to about one
with transport meter or less of optical fiber, leading to a delay of a few

nanoseconds or even tenths of nanoseconds. On the other
hand, very long delay of several tens of microseconds, cor-
responding to several kilometers of optical fiber,

phenomenon)
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Un exemple rudimentaire

-

v

expérimentation (avecr ® s eaué n®gl% ¢

Syst me | in®aire doordr e 2
Gains du r&thour do®tat (| )

et de | 6obAervateur ( A)
calculés par placement de pbles O’ observateur
sans tenir compte du réseau

(ici, Internet sur 40km)

O référence

6\observateur

" 0 distant

pbles controleur BF = -1 et-15
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Retard variable vs constant : autre exemple classique

These H.J. Estrada-Garcia 2008 (+Moog, Marquez-Martinez)

But:synchroni sation d
esclave (Nantes) sur un pendule maitre

(Ensenada).
oref supposée connue par les deux.

27 - Stratégie :
e 1) buffers a 300ms = ¢

”-}l . é}.”-

2) commande tq écart m/e régi par :

ECPB0E MaNTES, FRAMCOE. ECPE0E EvsEmams MEXKgUE.

Sinchronisation avec retard IRCCyMN - CICESE

L=3
Il
18
=
=i
=
=3
-

Pendule simulé, réseau réel Pendule réel, réseau réel



Pl us gl obal ement

transmission + acc S + perte

= 2 retards variables

connus / inconnus ?
peut étre connu de Plant

(time stamps
/-\ + packet nb)

‘ -

- Controfler ——[ variable delay 4, ]__> Z - [Plan
- Network N%;}
[%\ < r . LJ_ ‘

(1] | vaiabledelay f, |~ ®

\/’
peut étre connu

de Controller (time stamps + packet nb) Hyp: Clock Synchro NTP, GPS




to buff, or not buff?

1¢ere solution = faire « comme si » constant

V [Niemeyer & Slotine 98][Huang & Lewis 03][Azorin et al. 03][Fattouh & Sename 03] etc.

2¢me golution = rendre le retard constant ¢ \
A donc le maximiser: 0 < h;(t) < himazr E hi(t) = hmax

A grace a une mémoire tampon (buffer) A time-driven 3¢ solution

A puis application des techniques classiques : (intermed.)
V prédictives (Smith) [Lelevé & Fraisse 01] a un seul
buffer

V écart a modele de réf. retardé [Estrada, Marquez, Moog 07]

V etc. [Seuret 06]
H’e/ [Jiang et.al 08]
4m¢s ol ution = garder retard vari e

V[Witrant eta. 07] [Seuret&Richard 08] A event-drive
[Jiang etal. 09] [KruszewsKi et al.11]

control
buffer

Retard de réseau : variable, asymetrique A
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TO BE OR NOT TO BE,
THAT IS THE QUESTION: WHETHER
6TI'S NOBLER I N THE

SUFFER THE SLINGS AND ARROWS
OF OUTRAGEOUS FORTUNE. OR TO

TAKE ARMS AGAINST A SEA OF

TROUBLES, AND BY OPPOSING,
END THEM? TO DIE: TO SLEEP; NO

MORE; AND BY A SLEEP
TO SAY WE END

Boucle audio-phonatoire naturelle



Goodies

Mixing tank system (with total recycle)
A Control = delay = K (motor s.peed)'1
A Non flat system

Speed
d\t) cﬂic‘f:fﬂl

Sa 14 Drive

F(u(t))y(t) = y(f — hu(t)) — y(1).

Injection
o)

I'-

Propeller

An arrangement of ideal zones with shifting boundaries as a way to model
mixing processes in unsteady stirring conditions in agitated vessels

J.-Y. Diculot®*, N. Petit®, P. Rouchon®, G. Delaplace®
Chemical Engineering Science 60 (2005) 55445554

Dheulot, J. Y., & Richard, J. P. (2001). Tracking control of a

nonlinear system With input-dependent delay. In 40th IEEE CDC0OI
( Conference on decision and control), Orlando, FL, December 2001.



Goodies (2)

Design of a Pressure Control System With Dead Band and Time Delay

Jan Anthonis. Alexandre Seuret. Jean-Pierre Richard. and Herman Ramon
[EEE TRANSACTIONS ON CONTROL SYSTEMS TECHNOLOGY, VOL. 15, NO. 6, NOVEMBER 2007
pressure

transducer
closing

Flow control

valve . @ manometer
- Spray section
accumulator ﬂ) { = -

A AN AN AN ANA

flexible
conduct

pump \ )l

a

A deadzone (dry friction on angle X;) Pressurey ruled by the angle x;

+ delay (measured pressure Y) axy(t—h) +
. . 1 .
+ sign functions (control) V= r1(t — )+

0 < hmiu < h < h‘lll-ﬂ};'




Delays : various other examples

. Thomas Ereux
‘ . 250 references taken from

. SURVEYS AND TUTORIALS

A life sciences
Delay Differential A physics
Equations A technology

A chemistry

A economics

ECOLE GENTRALE g |,

Wiininy

9615/

@ Springer




Bon, bref.

A Connaissez-vous dans le monde réel un
systeme linéaire ?

A Connaissez-vous dans le monde réel un
systeme sans retard ?

€ nous

mai S aussi é

A Connaissez-vous dans le monde réel un
systeme non reparti ?

Echelle de complexité croissante
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Much a do about delay ?

IVIUC]'I ’cldOC abour
dela‘g
e e L\ WA
Written by 3 lian S’M'Q'lfmr‘t. ““. .'.: \/
A probléme appliqué @ibl Richard 03)
(ingénierie, télécom., tempg biologie, populations, etc.)
A N . Printed by I\" .%.flgrgngr:v Wife,and t b t B h t
probleme toujours ou Dbmbreux cas —A— ’

(bouclage, retards variable$; wrdentification, etc.)

A probléme de dim. infinie «le plus simple»
(équations fonctionnelles = cas particulier des EDP )

A probléme & surprises
(d®gradati on/ am®l i oration par ajout de r



Plan du cours

Particularités des SaR

- motivations

- 1®" exemple (télé-op.) A notions de base (stabilité, état, dimension infinie)
- 2¢me exemple : retard variable A contre-exemple

- 3¢me exemple : échantillonnage asynchrone A intérét

- 4¢me exemple : Networked Control System (maitre-esclave via réseau)

Géneralités mathematiques

- classification (et exemples 5, 6, 7...)
- probleme de Cauchy

- stabilité

- formalismes (modeles)

- commande (et commandabilite)
- petite bibliographie




Particularités




Un 18 exemple simple

. moteur
anE;Ie voulu ecart tension U T angle mesuré X
X=0 e=0i X * =
+ > >
A

feedback :
2(t) = ku(t) = —kx(t)

2(t) + kx(t) = O
=11




Un 1¢" exemple simple (suite)

moteur embarqué
(satellite)

ngle voul ,
anhgie vould angle mesuré X(t)

_ Olses
ligne de com. _ %y >
A retard h/2 E

commande
transmise &(t-h/2)

feedback distant :

u(t) = ke(t — h/2) = —kx(t — h)

ligne de com.
A retard h/2

angle transmis X(t-h/2)

Paris-LA  h/2 ~ 50 10-3sec (15 108m) , ) 1) — O
S5 -C  h/2~1.28sec (0.4 10°m) ||~ ©(t) + ka(t —h) =
S5 -3 h/2~2604a1260 sec... E @ F




o
/' Un 1¢ exemple simple (suite)

z(t) = —xz(t—1)
CLt=0 :2(t=0)=1 77 + influence de h ?
te[-1,0]: z(t) =1 (C.I.)

te[0,1]: =x=(t)=1-—1,

te[l,2]: z@)=5-t+5,

etc.




o
/' Un 1¢ exemple simple (suite)

1

i) +a(t—1) =0

a comparer avec (h=0): -

z(t) +x(t) =0




o
/' Un 1¢ exemple simple (suite)

2(t) +x(t—h) =0 h=1.6

:U(t)—l—x(t—16)—0

be[-1.0]: o(t)—1 (méme CL) |
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0.54h e

/K‘: (parenthese...)
28
&

i(t) +y(t) — 3y(t—h) =0

le retard peut aussi avoir un effet stabilisant

ici, effet de dérivée : y(t—h)° y(t) — hy(t)



o

Retour au 1°" exemple simple...

#(t) + z(t—h) =0

1

() + 2(t %) =0

Lr(t) = —2(t—3) =0
x(t) = cos t,
x(t) = sin t,

Anot i odtat»d?0 ¢

variable X (t) générant une solution
uni que parttir deq |l 0i nst a




o
/' Un 1¢ exemple simple (suite)

£,

= #(t) + z(t—h) =0

(notation de Shimanov, 1960)
jj(t):f@tvut)a t > to,
24(0) = x(t + 0), —h <6 <0,
ur(0) = u(t +0), —h <60 <0,
z(0) = »(0), to —h < 60 < tp,
A not i oétat»d?0 ¢ |fonction X, = état” | ditnstpnt
na:ja‘ib'gxu(;) genérant une soluton, vecteur X(t) = X(0) solution at

fonctio
- I -




(parent hume rPe&mar gue caos

A ODEs: no chaos for differential order < 3

A FDEs: possibl elessbr n=2¢€éor

Same state vector

Available online at www.sciencedirect.com

)(. (t) = - S|n X (t - t) ScienceDirect PHYSICS LETTERS A

Physics Letters A 366 (2007) 397402

—_—
www.elsevier.com/locate/pla

Xp=sinxy.,

xi=N(xi—1 —x;) /T, more than A simple chaotic delay differential equation
simulation

where 1 <71 < N — oo.

Department of P niversity of son, WI 53706, USA


delaychaos_paper304.pdf
delaychaos.mdl
delaychaos.mdl

s=a+jp
a+e* cosg =0
j(B—e*sing) =0

Inf. poles

i | infinite dim. syst.
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//'/ Un 1¢" exemple simple (suite)
(_].,_")Iy

/

a

7%
—

critere
de
stabilité L

507 « neutre »
? R se — 0

o {« retardé »{mmp| Hurwitz ok

(

\
§
\
N
§
N

7
N
<




o
/' Un 1¢ exemple simple (suite)

comportement
frequentiel ?
(Bode, boucle ouv.)

dephasage A ©

-




Un 18" exemple simple (fin!)

#(t) + z(t—h) =0

Résumons-nous...
retard Y forte influence sur la stabilité
état fonctionnel
nombre de poles infini (Hurwitz OK, Routh non)

déephasage important (A -© )

et, Jusquodoici, cOoO®tal-t
retard constant
systeme linéaire « 18" ordre »

pareil pour retards variables h(t) ?
un contre-exemple...

a



2¢Me (contre-)exemple a retard variable

#(t) = —az(t) — ba(t — h(t))

(T=1) |,

est asymptotiquement stable ssi (zone jaune) :

‘(1 o Ol Hado 1 stable h(t)<1 - instable h= cte<1

I1-bT| <1 Sia=0

instable h(t) <1 - stable h= cte<1
et, pour h = cstel [0,1] ssi (zone grise)

OK, mais ce type de h(t) est-il réaliste ? un autre exemple...




Convertisseur

rocessus | = L L’ J
Continu - déporte
7 (ou prioritaire)

Convertisseur

ulnT(t)
1

3¢me exemple : échantillonnage apériodique

/
X(t) Convertisseur /
— AN ——>  Calcul
Processus —— Pid déporté
Continu T ou
P .
7 Convertisseur | non prioritaire
4 ) N/A
I ligne de transmission,
onnancerp r}t de,tache
transf mee en », tout va bien, eic.

u(t) = gx(nT(t)))



3eme exemple (suite)

Convertiss

AN
Processus L/ C:alcul'

————— -

d rt | | n \

i - éporté

S Position du probleme
1;(”'/*(1,) N/A
1

Stabil i sat i owviaudekommarsiede la fomme :

U(t) = Ud(tk), {2 [tk;tk+1]

ou (Ik) est une suite strictement croissante : en général,

t6 KT
Types de systemes considerés
Linéaires : x(t) = Ax(t) + Bug(ty)
Linéaires saturés : x(t) = Ax(t) + B sat ug(ty)

Retour do®tay=Kxkg) mpl e)



3éme axem
3¢me exem

D
B onvertidseur |/ i - -
ol v Calcul
=" Un e | d ®e | Nt
i Mikheev et al. 88, Sobolev et al. 89. Astrom et al. 92

Fridman, Seuret, Richard - Automatica 2004

Signal

échantillonné bloqué

- Signal (ici, & période constante)
"""""" ?”'””'”EEhEﬂﬂHBﬂﬂé

Signal retardé par
h(t) variable

(h(t))



3¢éme exemple (suite)
|

______

Ainfluence de la période maxid 8 ®c hant NI | o
Aapplication du critére de E. Fridman I@(t)l



¥ == :
; Convertisseur

Processus
Continu

instable Y glob. asympt. stable

Le théoréme montre que ce evetéine est stabilisable par un retour d'état échan-
tillenng dent la périede maximale est inférieure 4 064, Ausel pourjh = 0.6Y9 la
matrice |K du retour d8tat est éeale 4 [ —1.0da 02511 ﬂpn::-ur e =03 En
srnulaticn le syetérne est stabilisd pour toute valeur de & inférieure &4 0.7,

I
o
o

valeur limite en
simu (T = cte) : 0.7

Commande u(t)

I
O Origine
— Trajectory
* Initial Position




3eme @)(pmnl (
e e | CAS 2 saturation (stab. locale)

______

(I)

Processus

i -
Continu ) Convertisseur ‘ (ou non prioritaire)

< 11 2406 1

instable Y local. as. stable

= \ X + sat (u(t
X 05 al 1 (u(ti)
] | , sat(u)
B P + 5

—<— Outside the ellipsoide i /
o - 7
-
- /
o 7
2 :
_/’ v/
s #F
5 - . >
Z /s
b/ ‘ u
~ .
* P
./ 7
s ;
0 7 /7/
7
Vi ¢ ]
s
4 7

ab

En appliquant le théoreme, on

détermine un gain K qui stabilise le

systeme pour tout échantillonnage de

période maximale h < 0.75.

Le volume de I'ellipse augmente quand

on diminue la valeur de h .

h(t) 6 h = 0:75 |EEWWLENCIENAL




Jeme exemple : Networked Control Systems

Theéses A. Seuret 2006 + Jiang 2009

Retards de_communicationconnus_(avec retard)

a Master -\\ Slave\“*-\
GPS/INTP GPS/INTP

Zarom ! Implementation
Set value —— Controller " - - _\
GainA( A .,‘\_3}'\%
P < ‘;r’ \
Observer |, [> [Zero] | I B
) Holder

\\ Gain | A

#(t) = A(t) + Bult £ o) “p———> connu
—L(y(t = 0y(t)) = ui(t = dy(t))),  grace
j(t) = Ci(t). au buffer

- /

A Puissance de calcul limitée

{ z(t) = Az(t) + Bu(t — d1(t)),
y(t) = Cx(1).

A fixe la consigne
A recoit la sortie de Slave

Aobserve | 6®t a A recoit & applique commande
A calcule & envoie commande A envoie la sortie mesurée




Passage ~ | 6exp®ri ment al + ad

> Slave »  Slave
Master Internet PC Bluetooth  Miabot
- ,
(40km) i% (2m) ?

| Y

T" 'L. |'|’I| ‘f“
il

U L L
|* *l_ y || l rot
i
S

|/ t
] I|I
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Géneéralités




Classification

A systémes de type retardé

x(t) = f(xg, t,up) | 2(0) =2t +0), -h<6<O,

ug(0) = u(t + 0), —h <6 <0,
z(0) = (),

A systémes de type neutre

z(t) = f(xg, Tt t, ug)



exemple 5

A systéme de type neutre :
lignhe de transmission sans perte

CU(t) — f(ajta Cbt,t, ut)

-I

(1 0i — _Ov
ot ox
ov _ _0i
ot~ Ox

+ conditions aux limites (X=0 ,L):

v(t,0) = E — Ri(t,0) .
i(t, L) = g-u(t) + CLE®)

transf ormat i on (vd)aA (Ffdyd:Al ember t
v(t,x) = ¢(x — ct) + Y (z + ct) c=(LC)~Y2,  Z=(L/C)1/?
Zi(t,x) = d(x —ct) —Y(x+ct)|T=2L/c, k= (Z—R)/(Z+ R)

w(t) —wku(t—7) + au(t) + Bu(t —7) = aF




exemple 6

A systéme de type retardé : t(t) = f(xg, t,ut)

équation de transport

Eqgn. transport : E +vet =0

Eqn.reservoir :  ¢(t) = y[ )

L i,rlfl—H =(t, L)
C.AL.
{ H = (1, 0]— u(t)

volume : q(t)




exemple 6 bis

A systéme de type retardé : t(t) = f(xg, t,ut)

équation de transport

retard ponctuel

qi(t) =[O u(t — £ q(t) = u(t — =)




NB : la réalité est un peu plus compliquée...

granulats

additionneur 1

/ concasseur 1
* .

’0

crible 1

additionneur 2

crible 2

produit fini /\ \

concasseur 2 \




Classification

Exemple 7 : macro-modele de réseau
A modéle « par session » (ATM, TCP)

[Mascolo 99] A contrble de congestion par prédicteur de Smith

t) = wii(t —735) — d;
( ) z—l 1) (] J
X niveau du tampon mémoire associé a la session [;

u;; débit de la source i (commande)

n; nombre de sessions partageant le tampon j
7;; retard de propagation de source i vers tampon j
d; débit de service du tampon j (perturbation)

tampon méemoire destination

A systeme de type retarde
a retards ponctuels



Probleme de Cauchy
(existence de solution pour un SaR)

A Notion de solution
A Condition de type Lipschitz
ACas 0% | e retard peut s



Cauchy pb.

2.3 Notion of solution

System (.S5) : xz(t) = f(t, (), =(f — 7(t)))

with x(t) € E™, and 0 < 7(t) < 7
Let oo : [—7,0] — ™ be an arbitrary map.

Definition: A map =(t) : [tg — 7.9 + b) — BE" s.t.
1) x(tg + s) = w(s). for all s in [—7,0];

2) = is continuous over |tg, tg + b);

3) x satisfies (S) over [tp,tg+b) (x right-hand, Dini)

is called a solution of (S) with initial value & at tq.

I'f only one map satisfies these 3 points, then the so-

fution Is unigue.

Hemark: There is a weaker notion of solution, where
2)— x absolutely continuous function over [tg, tg—+ b)
3)— a satisfies (S) almost everywhere on [tg, tg + b)



Cauchy pb.

Remark

Even if unicity holds, different solutions may coin-
cide after a finite time.For instance:

x(t) = —x(t — 7)1 — =(t)],

x(t,¢) = 1 (¥i=0)
forany ¢ € C(|—7,0],E) such that ©(0) = 1.

(donc, généralement, non-unicité de laréversion de trajectoire)



Cauchy pb.

2.4 Existence and uniqueness of solutions

For system (S) with|0 << & < 7(f) =< Tyn:

() = f(t, 2(t), =(t — 7(£))).
Consequence of the step method:
Given a continuous map » = C, if the ODE

(1) = Fel(t, x(t)) = F(t, x(t), w(t — 7(t)))

has a (unique) solution, then there exists a (unique)

solution of (S) with initial condition

From there, using classical Cauchy-Lipschitz cond®ns.
—Conditions of existence and uniqueness (I):

-

If f is a continuous map and satisfies a local Lipschitz
condition in @,

Nt xo.y) — F(E, xq, w)|| = K ||z — xq]] .

(X (1))

then for any initial condition o = C, (§) has a unique
solution, depending continuously on f and .




Cauchy pb.

(X¢)

If the delay can become zero]| 0 < 7(t) < “ra_r,l,'the step

method does not apply anymore

—- need of a general framework: FDES [Myshkis 49]

(RFDE): x(t) = Fr(t,x) (retarded type)

Conditions of existence and uniqueness (l1):

If Fp is a continuous map with local-Lipschitz cond.

in its second (functional) argument, i.e.

| Fr(t,v2) — Frit, el < K|l —eille.---

then for any initial condition ¢ & C([—7,0], R"),
(RFDE) has a unique solution, depending continu-
ously on Fp and .




Stabilité

A Equilibre
A Définition(s)
A Théorémes




Stabilite : équilibre

i‘(f-) == f lif-,;t.‘ﬂ g {51]
b, e C[-h,0].

Nous supposerons que f (t,) est continue, bornée pour ¢ bornée, localement
lipschitzienne en . La solution de (5.1) est notée = (t,ty, 1)

Définition 1. La fonction ¢, € C[—h,0] est un état d’équilibre de (5.1) s

pour tout ty € R, la solution x (t,ty, ¢,) existe et vérifie x (t,tp, v, ) = ¢,

Théoréme 1. [19] La fonction ¢, € C[—h,0] est un état d’équilibre de (5.1)
si, et seulement si, les trois conditions suivantes sont vérifides :

(1) Tto e R, z(t.to,p,) existe et est unique;
(i2) Vte R, flt,p.)=0;

(222) , est une fonction constante de C|—h,0]: 70 € [-h, 0], ¢, (0) = z..

On parlera donc indifféremment d’état d’équilibre (¢, ) ou de point d’équi-

libre (x.).




Stabilité : définitions

Définition 2. L’équilibre v =0 du systéme (5.1) est dit :

I

2.

stable st Ve > 0, Vg, 30 =0 (tp,2) > 0, ¥ € Bs = x(t,t5.70) € B;;

unifmmément stable par rapport a ty st la propriété précédente est vérifide
avec 6 = 0 (2) (donc & indépendant de ty);

. asymptotiquement stable sl est stable et sl exviste n = n(tg) > 0 tel que

[ € By] = [limy—oo (¢, o, %) = 0] ;

. uniformément asymptotiquement stable sl est uniformément stable et si

la limite de la propriété précédente est uniforme, c’est-a-dire s1 Jn > 0
Py > 0,30 (y) > 0: e By ett>T(y)] = [z(t.to, V) € By] 7ty ;

5. globalement (uniformément) asymptotiquement stable s’il est (uniformé-

ment) asymptotiquement stable avec n = +0o0;

. globalement exponentiellement stable s %l existe deux nombres strictement

positifs o (appelé taux de convergence exponentielle) et k tels que :

2 (t, to, )| < k|w|e e 1), (5.2)
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Stabilité : cas linéaire stationnaire

Théoréme 2. Un systéme linéaire stationnaire de type retardé est globalement
asymptotiguement stable si, et seulement si, toutes ses racines caractéristiques
sont dans le demi-plan compleze gauche (I'aze imaginaire étant exelu).

Exemple 1: Considérons l'équation|z (t) = —x (t — 1) .| Son équation caracté-
ristique est s+ e~ ° = 0, dont les solutions s = a + j3 sont en nombre infini.
Le systéme n'est donc pas dégénéré. Ici, s = —0.318 + 1.3377 est une estima-

tion de la paire de racines de plus grande partie réelle : il y a done stabilité
asymptotique®.
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Methode de Walton et Marshall (1987)

Extrait de Borne, Dauphin, Richard, Rotella, Zambettakis
Analyse et régulation des processus industriels - Régulation continue. 495 pages, Edt. Technip 1993

&(t) = Ax(t) + Bx(t — 7)
p(s,7) = dét[s] — A— Be™"%] = 0.
ou N et D sont deux polynémes réels.
Pour analyser la stabilité, 1'idée est de chercher s’il existe des valeurs du
retard 7; pour lesquelles cette équation caractéristique admet des racines imag-
inaires pures, et c’est en ces points 7; qu'un changement dans le comportement

asymptotique du systéme (10.33) peut se produire. On est donc amené & calculer
un lieu des racines paramétré en 7. La procédure est la suivante :

p(s,7) = D(s)+ N(s)e™™ =0, (10.35)

1. Déterminer la situation des racines du systéme non retardé (p(s,0) = 0).

2. Calculer le polynéme g(w?) = D(jw)D(—jw) — N(jw)N(—jw), obtenu
a partir de ’équation p(s,7) = 0 = p(5, 7) pour les racines imaginaires
pures s = jw.

3. Rechercher les éventuelles racines w; réelles positives de g(w?) = 0, qui
correspondent aussi a des racines de p(s,7) = 0.

4. Etudier le comportement du lieu des racines en ces points w; : si q(wj?)
traverse l’'abscisse (axe des w?) de haut en bas, p(s,7;) traverse I'axe
imaginaire de la droite vers la gauche, et on a donc stabilité a partir de
T > 7; (jusqu'a 7 = 741 au moins).

Cette méthode donne en général de bons résultats, mais est difficilement
applicable si le modeéle est paramétré par d’autres coefficients que 7.



e FExemple 1

On considére le systeme de la figure 10.31, avec D(s) = (s + 2)%, N(s) =
_1/4.

0 e N(s)
‘ D(s)

Fi1Gc. 10.31 : Systéme linéaire retardé.

1. Systéme non retardé :

1 3
p(s,0) = s* +4s + I5 = (s + g) (s + ~2—) ; (10.36)

en 7 = 0 les deux racines sont dans le demi-plan complexe gauche.
1 15 17
9 2\ — (4 o S B - PR % Y
q(w*) = (4 + w?) i (w+4 w+4
. q(w?) = 0 n’a pas de racines réelles positives.
4. Le systéme est donc stable indépendamment du retard 7 > 0.

w



e FIxemple 2

Soit un systéeme d’équation caractéristique :
p(s, T)=s3+5°+2s+1+e ™ =0. (10.37)

1. p(s,0) = (s +1)(s* +2) estinstable ;

2. q(w?) = w?(w? - 1)(w* - 2);

3. s = 0 n’est pas racine de p(s,7) = 0, on 'écarte donc.
Enw=1,p(,7) =37+ e ™ =0, pour 7 = 7/2 + 2mn, la courbe
q(w?) ~ 1 — w? traverse I'axe des w? de haut en bas (pour w? croissant)
et p(s, T) traverse I’axe imaginaire de droite a gauche. On a donc stabilité
aprés 7 > /2 + 2mn (n entier positif).

Fn w = v2, p(jV2,7) = =1+ e~ TIV2 = 0, pour 7 = kmv/2, la courbe
q(w?) ~ 2(w? — 2) traverse 'axe des w? de bas en haut, et on a stabilité
jusqu’a 7 < kmyv/2 (k entier positif).

Le systéme (10.37) est donc asymptotiquement stable pour :

D
-g <7<7m/2, ou ; < T < 2mV2, (10.38)

ou 97/2 < T < 4m\/2, etc...



e FExemple 3
Soit le systeme :

. 0 1 0 O
#(t) = [_1 _1}33+ [0 _1]a:(t—7'). (10.39)
Son équation caractéristique s’écrit :
pis.7) = ° — =s’4+s5+1+se" ™ =0. (10.40)
’ 1 s+14e77°
1. p(s,0) = (s + 1)?, asymptotiquement stable.
2. q(w?) = (1 — w?)2.

3. w = 1 est une racine double de ¢(w?), donc le lieu de p(s, 7) touche I'axe
imaginaire, sans le traverser, pour 7 = (2n + 1)m, n entier positif.
4. Le systéme (10.39) est asymptotiquement stable, pour tout 7 # (2n+1)7.



Stabilitée : 1ere méthode de Liapounov

« approximation des petits mouvements »

#(t) = Z Aiz(t — hy) + qlt, )
=
flf)—q( (t), z(t —71(t)), ... z(t — 7r(t))

hg =0, h; = constantes, T j( = [0, 7;] continues,

||| <2 = ||g(t, uo, .., u)|| < B(||uol| + ... + || ukl),

avec (7. = constante pour £ donné, |3 uniformément décroissante vers 0 quand

-

£ — (. L'approximation au premier ordre est définie par :

k

(1) = Z A;z(t —hy). (5.9)

i=0

Théoréme 4. [26] Si le systéme linéarisé (5.9) est asymptotiquement stable,
alors z = 0 est aussi pour (5.8). Si (5.9) a au moins une racine caractéristique
a partie réelle positive, alors z = 0 est instable pour (5.8).




Stabilité : cas des retards faibles

« approximation des petits retards »

k
Z Aiz(t —hi) +qlt,z¢)  (5.8)

i=0

Le résultat précédent peut étre utilement complété par une approzimation
des petits retards, résultat de nature qualitative obtenu par continuité des ra-
cines caractéristiques de (5.9) vis-a-vis des retards h;.

Théoréme 5. [26] 5i A = ZLD A; est de Huruntz (respectivement, instable),
alors pour des valeurs suffisamment faibles des retards h;, la solution nulle
z = 0 est asymptotiquement stable (respectivement, instable) pour (5.9) et donc
(5.8). Si, sur les n valeurs propres de A, n—1 ont des parties réelles strictement
négatives et la n—iéme est nulle, alors, pour des valeurs suffisamment faibles
des hi, z =0 est stable pour (5.9) et donc pour (5.8).




Stabilité : cas mono-retard faible

guanti fi cat i ¢aible dadlmissible e
dz(t)
dt

qui, pour un retard nul, devient : condition suffisanté
dz(t)

= Apz(t) + Ayz(t — ), (5.10)

= = (Ao + An) 2 (1), (5.11)
dt

Théoréme 6. [40| Si le systéme a retard nul (5.11) est asymptotiquement
stable et si P est la matrice solution de l'équation de Liapounov (ot () est une
matrice réelle définie positive [117]) :

(Ap + ;‘11) P+P(A;+ A —QTQ (5.12)

alors (5.10) est asymptotiquement stable jpour tout retard h € [0, hyay] |

e = = Danax(BTB)] 72, avee B= Q TATP (49 + A1) Q7. (5.13)




Lyapunov for TDS

Un autre résultat de V.B. KolmanovskKii (1999)






















































































































